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Clasa a X-a

SOLUTII
Problema 1.
in identitatea (a+b+c)’ —a® —b>—c* =3-(a+b)-(b+c)-(c+a)
inlocuim a=Inx,b=[Inx]|,c={Inx} si obtinem:
0=7-1n* x=[Inx]’ ~{Inx}’ = 3-(Inx+[Inx])-([Inx]+{Inx})-({Inx} +In x) sau
(2:[Inx]+{Inx})-Inx-([In x]+2-{Inx}) = 0. Sunt posibile cazurile:

. mhx=0esx=1eM
{Inx}=0
2. {lnx}=-2:[lnx]= =hx=0=x=leM
[Inx]=0
3. 2-{lnx}=—[Inx] Egalitatea este posibild dacd 2-{Inx}e [0, 2)NZ ,ceea ce revine la

{Inx} =[Inx]=0= x=1¢ M sau2-{x} =1=—[Inx].Ultima conditie conduce la rezolvarea sistemului
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Calculam suma si folosind o consecinta a inegalitatii mediilor rezulta
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Altfel: 7-(u+v)’ —(u3 +v3) =0,unde u =[Inx]|,v={Inx} etc.

Problema2.
fnlocuim in relatia functionala n prin f (n+1)+2 si obtinem f(f (f (n+1)+3)+3)=f(n+1)+2.
Folosim relatia initiala si trebuie determinata functia f, data prin conditia
f(n+3)=f(n+1)+2,Vne Zsau f(n+2)=f(n)+2,VneZ.
Demonstram prin inductie cé{f (2:m)=2:n+£(0) ,VneZ.

F(2n+l)=2-n+f(1)
Ardtam ca f (Z)=1Z Este evidentcd f(Z)cZ si dacd me Zatunci existd n= f (m+1)+3€ Z
astfel incat f(n)=f(f (m+1)+3)=m.deci Z< f(Z).Din f(Z)=Zrezultaci f(0) si (1) au
paritati diferite.Dacd f (0) este impar si f (1) paratuncidin f(f(2-n+1)+3)=2-n rezultd ca
f(2n+f(1)+3)=2-n=2-n+ f(1)+3-1+ f(1)=2-n= f(1)=1.Daci f(0)este parsi



f(1) impar atunci f(f(2-n+1)+3)=2-n= f(2:n+ f(1)+3)=2-n=
2-n+ f(1)+3+f(0)=2-n= f(1)=-3- f(0).Forma gisita pentru functia f este

{n+c, n par

_ ,unde ¢ = f(0)este numar par.
n—4—c ,nimpar

f(n)=

Se aratd ca functiile determinate verificd relatia functionala data.

Problema3.
Presupunem prin reducere la absurd ca multimea A este finitd si fie N =max A.

.. 1+a
Daca ne N,n> N = n¢ A,adica, n< ,Vn>N.
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dela N +1 la m obtinem:

,Vn > N .Sumand ultima relatie pentru n luind valori
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Daca,eventual,adundm Tn ambii membri ai inegalitatii constanta 1+ —=+—=+":--+—= si notdm
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Dari>2-(\/k+l—\/z) si prin adunare rezultd ca 2-( ) Z—<M Vme N*
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saum < (— + lj -2,Vme N¥, fals,pentru cd N nu este finitd.Urmeaza cd multimea A este infinita.



